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1. Introducción
La digestion anaerobica (DA) es un proceso biologico en el que distintos grupos de bacterias 
degradan al carbono organico en compuestos mas simples como acidos grasos volátiles (VFA), 
dioxido de carbono (CO2) y metano (CH4). Es frecuente encontrarla en tratamiento de efluen­
tes para disminuir la carga organica de los caudales tratados. Ademas, mediante la combustion 
del biogas producido se puede generar energía [14]. A pesar de sus beneficios, en general su 
operacion esta lejos de ser optima, desperdiciando el potencial de los recursos. Ademas, las no 
linealidades y gran incertidumbre en los modelos, sumadas a la escasez de sensores en línea, 
hacen que su puesta en marcha y operacion estable por períodos prolongados sea muy difícil.
La falta de sensores puede solucionarse, al menos parcialmente, utilizando observadores 
(sensores de software) [2,3] para estimar las variables de interes. Por ejemplo, trabajos recien­
tes [1,7,11,13] se enfocan en la estimacion de carbono organico y acidos grasos en el medio 
líquido, basadas en la medicion de la demanda química de oxígeno (COD), caudal de entrada y 
metano producido. Tambien resulta muy útil para conocer el estado metabolico de los microorga­
nismos y el diseno de controladores la estimacion de las tasas específicas de crecimiento [6,9].
Previamente a disenar los observadores debe realizarse un análisis de observabilidad con el 
fin de determinar si es posible reconstruir el estado a partir de las mediciones disponibles. En sis­
temas no lineales, el estudio puede realizarse con herramientas de análisis geometrico [10]. Des­
afortunadamente, es comun que las condiciones analíticas obtenidas por estos metodos resulten 
en expresiones difíciles de interpretar en terminos de las variables del proceso. Una alternativa a 
la metodología mencionada, de menor complejidad, es analizar si existen trayectorias que sean in­
distinguibles. Esto es, determinar si pueden existir trayectorias diferentes para un mismo conjunto 
de entradas y salidas. El metodo de análisis de observabilidad propuesto en [12] se basa en esta 
idea y permite estudiar si un sistema es observable incluso en casos en los que se desconoce 
algunas de las entradas.
En este trabajo se estudian las propiedades de observabilidad y detectabilidad de un modelo 
de DA mediante el metodo propuesto en [12], incluyendo cineticas monotonas y no monotonas en 
concordancia con los modelos estandar comunmente aceptados para este proceso. El objetivo es 
evaluar la informacion que puede ser extraída para diferentes conjuntos de salidas y determinar 
en cada caso si las variables no medidas pueden ser observadas o detectadas.
2. Materiales y métodos
2.1. Método de análisis
El metodo propuesto en [12] empieza por considerar dos sistemas identicos S (sistema origi­
nal) y Sc (sistema copia), con distintas condiciones iniciales:
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(2)
X = f (x, u, w),x(0) = x0 
y = h(x) (1)
s c
X = f (X, u, w),X(0) = X0 
y = h(x)
donde x, X g son los vectores de estados, u g el vector de entradas conocidas (o bien 
medidas), w, w g son los vectores de entradas desconocidas, e y, y g  Rp los vectores de salida 
de los sistemas. Ademas f : x x es un campo vectorial suave y h : Rp es
una funcion suave.
Definiendo los errores como X = X - x, y = y - y, w = w - w, se puede obtener la dinamica 
expandida del sistema que incluye la dinamica del error. Ademas, teniendo en cuenta que el con­
junto de trayectorias que producen una misma salida se puede seleccionar considerando y(t) = 0 
para todo t > 0 (al igual que y = 0, y = 0,...) se obtiene un sistema diferencial algebraico:
X = f (x, u, w),x(0) = x0
y = h(x)
X = f (x + X, u, w + w) — f (x, u, w), X(0) = X0 
0 = h(x + X) — h(x)
(3)
El sistema (3) describe la dinamica de las trayectorias indistinguibles, es decir, aquellas trayecto­
rias distintas que para una misma entrada producen identicas salidas. Las definiciones utilizadas 
se presentan en el siguiente lema.
Lema 1 (ref. [12, Lema 4]). Para el sistema SeR (3):
1. Dos trayectorias son u-indistinguibles si y solo si estan en la forma x(t, x0,u, w) y x(t, x0,u, w)+ 
X(t, X0,u, y, w), donde x(t) e y(t) son soluciones de (1) y X(t) es solucion de (3).
2. S es fuertemente u-detectable si y solo si el sistema con restricciones (3) tiene a X = 0 como 
un punto de equilibrio atractivo, para cada y(t, x0,u, w) solucion de (1), cada Xo y cada w tal 
que (3) se satisface y X 0.
3. S es fuertemente u-observable si y solo si el sistema con restricciones (3) es trivial, es decir, 
si la unica solucion es X = 0.
Cabe mencionar que la diferencia entre la terminología clasica (ver [8]) y la utilizada en el Le­
ma 1 viene dada por la existencia de entrada desconocida w y conocida u. Es decir, u-detectable 
(observable) correspondería a detectable (observable) conociendo u. Si todas las entradas son 
conocidas, las definiciones resultan equivalentes [12]. Una explicacion teorica detallada de la rela- 
cion entre la metodología clasica y la utilizada aquí se puede consultar en la fuente original [12].
2.2. Modelo del sistema
La digestion anaerobica es un proceso muy complejo donde se dan multiples reacciones quími­
cas y biologicas e intervienen diversos grupos de bacterias. Si bien existen modelos muy comple­
tos para describirlo, como el ADM1 [4], para el análisis de observabilidad utilizamos el modelo 
propuesto en [5]. Este modelo es muy utilizado para el diseno de controladores y observadores, 
ya que tiene una escala menor. Consta de dos reacciones principales: La acidogenesis es el pro­
ceso en el cual las bacterias acidogenicas (Xx) transforman al carbono organico (Si), cuantificado
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Figura 1: Modelos cinéticos del proceso. En el gráfico de la izquierda se muestra ^i(si) (tipo 
Monod). En el grafico de la derecha se muestra (s 2) (tipo Haldane). Notese que para cada valor 
de p2 corresponden dos valores de s2, excepto en el maximo (^2).
por la COD, en VFA (S2). La metanogenesis es el proceso en el cual las bacterias metanogenicas 
(X2) transforman los VFA en metano. El modelo dinamico del proceso es [5]:
( x 1
x 2
si
S2
= (jU1(s1) - aD)x1 (4a)
= (^2(S2) - aD)x2 (4b)
= D(S1in - S1) - k1^1(S1)x1 (4c)
= D(s2in - S2) + k2^1(S1)x1 - k3^2(S2)x2 (4d)
donde x1 es la concentracion de bacterias acidogenicas, x2 de bacterias metanogenicas, s1 de 
COD y s2 de VFA. D(t) > 0 es la tasa de dilucion del proceso, s1in y s2in son las concentraciones 
de COD y VFA en el caudal de entrada. Todos los k¿ son rendimientos estequiometricos y a es un 
parametro introducido para modelar el desprendimiento de las bacterias del soporte de inmovili­
zaron o biofilm. Un a = 1 corresponde al caso sin retencion y a = 0 al caso con retencion total. 
Finalmente ^1(s1) y ^2(s2) son las tasas específicas de crecimiento de las bacterias acidogenicas 
y metanogenicas, respectivamente. La tasa de crecimiento de las bacterias acidogenicas se des­
cribe mediante un modelo cinetico del tipo Monod sin inhibicion (monotona) y la de las bacterias 
metanogenicas por un modelo tipo Haldane con inhibicion por exceso de VFA (no monotona):
^1(s1 )= k (5) ^2(s2) = k +2 ' + s2 (6)
ks1 + S1 ks2 + S2 +
donde ksi, k¡2 son coeficientes cineticos y ^m, P2 representan las tasas maximas de crecimien­
to. En la Figura 1 se grafican las tasas de crecimiento con respecto a los sustratos. Notar que en 
el caso de la cinetica Haldane (grafico derecho), para cada valor de tasa de crecimiento existen 
dos posibles concentraciones de VFA.
(5)
3. Resultados
En esta seccion analizamos la observabilidad y detectabilidad de (4) considerando como sali­
das medidas los caudales de metano (CH4) y dioxido de carbono (CO2). Teniendo en cuenta su 
baja solubilidad en agua, asumimos que todo el CH4 y CO2 producido pasa directamente a la 
fase gaseosa. Se analiza el caso donde los modelos cineticos son conocidos y el caso en el que 
se consideran desconocidos por su gran incertidumbre. Los resultados para otros conjuntos de 
salidas se detallan en la Tabla 1.
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3.1. Análisis con modelos cinéticos conocidos
En este primer caso consideramos que se conocen todos los parámetros del modelo y que no 
hay entradas desconocidas. Como se explico en la Seccion 2.1, se define primero una copia del 
sistema (4) y se calcula la dinamica del sistema expandido:
x i = Ai — aDxi
x 2 = A2 — aDX2 
Se <
s1 = — k1A1 — Ds1
§2 = k2 Ai — k3A2 — DS2
Ai = ^ i (si + si)(xi + Xi) — ^i(si)xi
A2 = /'2 (S2 + §2)(x2 + x2) — ^2(S2)x2
(7a)
(7b)
(7c)
(7d)
(7e)
(7f)
Como se consideran como salidas medidas los caudales de metano (CH4) y dioxido de carbono 
(CO2), teniendo en cuenta su baja solubilidad en agua, asumimos que todo el CH4 y CO2 producido 
pasa directamente a la fase gaseosa. De esta manera, las salidas son:
yi = rCO2 = k4^i(si)xi + k5^2(s2)x2 (8a)
V2 = rCH4 = k6^2(S2)x2 (8b)
siendo yi el caudal de CO2 e y2 el caudal de CH4.
Haciendo y2 = 0 e yi = 0 se obtienen las siguientes restricciones algebraicas:
A2 = Ms2 + §2 )(x2 + x2) — jU2(s2)x2 = 0 (9)
Ai = ^ i(si + §i )(xi + xi) — ^i(si)xi = 0 (10)
Reemplazando Ai = A2 = 0 en (7a)-(7d) resulta 
x i =
Se <
—aDxi
—aDx2
§i = —Dsi
—Ds2
(lla)
(llb)
(llc)
(lld)
x 2 =
l§2 =
donde se puede observar que la dinamica de todos los errores es asintoticamente estable si 
existe excitacion permanente (D(t) > 0 Vt). Por lo tanto, se puede concluir que midiendo tanto el 
caudal de CO2 como de CH4 todos los estados son u-detectables.
3.2. Análisis con modelos cinéticos inciertos
En esta seccion analizamos la observabilidad y detectabilidad de (4), considerando que los 
parametros de los modelos cineticos son desconocidos o sumamente inciertos, es decir, el mapa 
entre y s, no se conoce. De esta manera, se considera a ^i y ^2 como entradas desconocidas.
Para el analisis con entradas desconocidas, el sistema copia incorpora a /¿i y /¿2. Luego, la
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Tabla 1: Resumen de resultados obtenidos en las secciones 3.1-3.2
Variables medidas Cón modeló cinético Sin modeló cinético
rCH4 y rCO2 u-detectable u-detectable, ^i y //j u-detectables
si y S2 u-observable u-detectable, ^i y //j u-detectables
xi y X2 si u-observable, S2 u-detectable u-detectable, ^i y //j u-observables
xi + X2 y rCH4 u-detectable u-detectable, ^i y //j u-detectables
dinámica de los errores es
X i = Ai — aDX1
X 2 = A2 — aDX2
Se <
s1 = — k1A1 — Ds1
§2 = k2A1 — k3A2 — DS2
A1 = (^1 + jü1)(x1 + X1) — ^1X1
A2 = (^2 + k-2~)(X2 + X2) — ^2X2
(12a)
(12b)
(12c)
(12d)
(12e)
(12f)
En este caso, ¡i1 y ¡i2 son los terminos de incerteza producidos por la incertidumbre en los parame­
tros de (5)-(6) y las salidas son las mismas que en (8a) y (8b), y1 = k4^1x1 + k5^2x2 e y2 = k6^2x2.
De hacer y1 =0 e y2 = 0 surge A1 = 0 y A2 = 0. Luego, se obtiene la misma dinamica que 
en (11), la cual resulta asintoticamente estable. Esto indica que los estados son u-detectables al 
igual que en el caso sin entrada desconocida.
Por otra parte, teniendo en cuenta que A1 = fax +  ^ 1X1 + /z1X1 = 0 y tomando el límite X1 0:
Jim A1 = lím (/z 1x 1 + ^ 1X1 + /z1X1) = /z1x1 =0 (13)
.1'1^0 .1'1^0
Por lo tanto, si x1 = 0, /z1 0 cuando X1 0. De la misma manera se puede mostrar que si 
x2 = 0, /Í2 0 cuando X2 0. Podemos concluir entonces que las entradas desconocidas ^1 y 
p2 son u-detectables.
4. Discusión
La Tabla 1 resume los resultados obtenidos en el analisis de observabilidad y detectabilidad 
considerando distintas combinaciones de salidas medidas. Puede apreciarse que la mejor situa- 
cion se da con la medicion de s1 y s2 donde todos los estados del sistema son u-observables. No 
obstante, incertezas en los modelos cineticos de ^1, ^2 hacen que el sistema se vuelva solamen­
te u-detectable. Otra limitacion en la implementacion de este esquema es el elevado costo que 
implica la medicion en línea de COD y VFA. Teniendo en cuenta la incertidumbre, la medicion de 
las concentraciones de bacterias x1 y x2 individualmente hace que las tasas de crecimiento ^1 y 
^2 sean u-observables, manteniendo la detectabilidad del resto de los estados. Disponer de las 
tasas es sumamente ventajoso para el control del proceso, ya que estas son fuertes indicadores 
del estado metabolico. Sin embargo, medir la concentracion de cada bacteria en línea es muy 
difícil. En contraste, medir flujos de gases y medir turbidez (biomasa total) es mas simple y barato 
que los metodos anteriores. El resultado es el mismo en ambos casos, tanto los estados como las 
tasas de crecimiento son al menos u-detectables.
El metodo aplicado en este trabajo puede aplicarse a otras combinaciones de sensores para 
buscar una configuracion que permita obtener observabilidad en lugar de detectabilidad. Incluso 
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para incorporar a otros parámetros inciertos como entradas desconocidas las concentraciones de 
sustrato de entrada, por ejemplo.
5. Conclusiones
El analisis de observabilidad realizado en este trabajo es una base para la mejora en la mo- 
nitorizacion de bioprocesos complejos que impliquen una cadena de reacciones y la coexistencia 
de distintos grupos funcionales de microorganismos, como la digestion anaerobica. La ventaja 
de la herramienta utilizada es que no presenta una gran complejidad matematica, lo que la hace 
atractiva para sistemas de la complejidad mencionada.
Cabe destacar tambien que el metodo permite comparar distintas configuraciones de sensores. 
Si bien este no es el unico criterio de seleccion, constituye una herramienta muy útil a la hora de 
elegir que variables se van a medir y sensores a adquirir.
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